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颗粒堆积物在不同堆放方式下的占空比和

分形维数的计算
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摘 　要 　通过计算机编程模拟了在二维体系下颗粒堆积物规则堆积、交错堆积、随机堆积、混合堆积的过程 ,

计算了不同堆放方式下颗粒堆积物的占空比 k 及分形维数 d . 我们发现颗粒物质的占空比 k 及分形维数 d 与堆

积方式和颗粒大小有关.
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THE CACULATION OF FRACTAL DIMENSION OF GRANULAR
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ABSTRACT　We simulated four different piling processes of granular materials in two2dimensional system :regu2
lar , interlaced , random and mixed piling. At the same time , we calculated the packing fraction k and f ractal di2
mension d. We find k and d have relations to the size of granular and packing mode.
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1 　引言

颗粒物质已成为当前物理学家研究的热点问题

之一 ,人们正在从不同角度使用理论计算、计算机模

拟和科学实验等各种方式研究颗粒物质的各种性

质. 颗粒堆积物的稳定性是颗粒物质研究中的一个

重要问题. 目前已有不少学者从各种角度研究了颗

粒堆积物的稳定性〔1～4〕 ,并且有人研究了颗粒堆积

物的占空比与其稳定性之间的关系〔2〕 ,并得出只有

当占空比 k 小于 0. 52 时自由堆积的沙堆才会处于

稳定状态〔2〕. 事实上 ,对于三维系统 ,堆积物的最大

占空比也只能达到 0. 64〔3〕. 另外还有人指出 ,自由

紧密堆积的颗粒堆积物一旦形成便会处于相对稳定

状态 ,并且这种状态能够长期维持 ,并把这种现象称

为成拱现象〔3〕.

因为空占比与颗粒物质的稳定性有关 ,人们在

研究颗粒物质的性质时常常把空占比作为一个重要

的参数对待. 因此我们希望能够找到与颗粒物质占

空比有关的因素 ,作为探索性的研究 ,本文通过计算

机编程模拟了在二维体系下 ,颗粒堆积物规则堆积、

交错堆积、随机堆积和混合堆积的过程 ,并分别计算



了颗粒物质在这四种堆放方式下的占空比及分形维

数 ,我们发现颗粒物质的占空比和分形维数跟堆积

方式和颗粒大小有关 ,而且分形维数与占空比的变

化趋势相同.

2 　分形维数和占空比

2. 1 　分形维数

测量一个维数为 d 的物体的大小所得数值 M

与测量所用长度单位ε有关 ,此关系可以表示为 M

(ε) ∝1/εd ,如通常计算线长 ( d = 1) 、面积 ( d = 2) 和

体积 ( d = 3) 的数值时 M (ε)分别与 1/ε,1/ε2 ,1/ε3 成

正比. 把上式写成等式就是 M (ε) = V /εd ,式中常数

V 是ε= 1 时测量该物体大小所得数值. 对该式两边

取对数得 d = ln M - lnV / ln (1/ε)

当ε→0 时 ln M →∞,于是得到关于维数 d 的定

义式 :

d = lim
ε→0

ln M (ε) / ln (1/ε) (1)

上式定义的维数称为容量维数或豪斯道夫维

数.

在实际计算时 ,可将相空间或其投影分成边长

ε的小格 ,然后数被测物穿过或覆盖的小格的数目

M ,计算 ln M/ lnε- 1 ,ε的值越小 ,计算值越准确. 这

种方法称为计数盒方法.

2 . 2 　占空比

设在体积为 V 的容器中堆积体积为 V i ( i = 1 ,

2 ,3 ⋯, n) 的颗粒 ,则占空比

k = ∑
n

i = 1
V i / V (2)

3 　模拟与计算

为了模拟的方便 ,同时考虑到计算机的运行速

度 ,我们选择二维体系进行研究 ,在规格为 200 3
200 网格的平面区域内堆积半径为 r 的小圆面 ,堆

积方式分为规则堆积、交错堆积、随机堆积和混合堆

积 ,然后分别计算不同堆积方式下堆积物的分形维

数和占空比.

3 . 1 　规则堆积

堆积方式如图 1 所示 ,每排圆面都堆积在其下

面一排圆面的正上方. 我们用计数盒方法计算其分

形维数 ,利用公式 (2) 计算空占比 ,算得其占空比为

0 . 785 , 分形维数为 1 . 960 ,用不同大小的颗粒分别

模拟 ,发现其占空比和分形维数不变 , 这一点我们

可以从理论上进行证明 :

设容器边长为 L ,颗粒半径为 r , 每排可放 n 个

颗粒 ,总共可放 n2个颗粒 , 其中 n = L/ (2 r)

则占空比 k =πr2 n2 / L 2 ,将 n = L/ (2 r) 代入得 k

=π/ 4 = 01785 ,这说明占空比与颗粒半径无关.

3 . 2 　交错堆积

堆积方式如图 2 所示 ,每排圆面都交错的堆积

在其下面的一排圆面上. 模拟结果如图 5 和图 6 所

示 ,其占空比和分形维数都随着颗粒半径的增大有

减小的趋势 ,这种减小的趋势是由于边界效应所引

起的 ,设容器边长为 L ,颗粒半径为 r ,当 L/ r 趋于

无穷大时 ,我们可以推得其占空比为 01907 .

推导过程如下 :

设每排可以放 n 个颗粒 , 每两排之间的距离为

h ,则总共可以放 ( L - 2 r) / h + 1 排 ,

很容易得出 : r = L/ (2 n) , h = 3 r

占空比 k =πr2 n( ( L - 2 r) / h + 1) / L 2 ,

将 r 与 h 消去得 K =
π

2 3
-

π

2 3 n
+
π
4 n

当 n →∞时 , k =
π

2 3
= 01907

这说明当颗粒大小相对于容器足够小时 ,其占

空比趋于 01907

3 . 3 　随机堆积

堆积方式如图 3 所示 ,用大小相等的颗粒堆积

容器 ,每个颗粒的位置是随机产生的 ,由于每次堆积

的构型都是随机生成的 ,所以同种大小的颗粒两次

堆积的结果并不是一样的 ,但这种随机涨落的幅度
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不是很大 ,计算结果如图 7 和图 8 所示 ,颗粒物质的

占空比和分形维数整体上随着颗粒半径的增加变化

不大.

图 5 　在尺度为 200 * 200 的二维体中

交错堆积时占空比随颗粒半径的变化趋势

Fig. 5 　The trend of packing f raction changing

with the granular radius in interlaced pile

3 . 4 　混合堆积

堆积方式如图 4 所示 ,每个颗粒的位置和半径

都是随机产生的 ,我们将半径为 2210 的颗粒随机混

合 ,算得其占空比为 1 . 936 , 分形维数为 0 . 682 ,显

然这种情况下 ,堆积物的占空比和分形维数比等大

小颗粒随机堆积的情形要大.

图 6 　在尺度为 200 * 200 的二维体中

交错堆积时分形维数随颗粒半径的变化趋势

Fig. 6 　The trend of f ractal dimension changing

with the granular radius in interlaced pile

图 7 　在尺度为 200 * 200 的二维体中

随机堆积时占空比随颗粒半径的变化趋势

Fig. 7 　The trend of packing fraction changing

with the granular radius in random pile

图 8 　在尺度为 200 * 200 的二维体中

随机堆积时分形维数随颗粒半径的变化趋势

Fig. 8 　The trend of f ractal dimension changing

with the granular radius in random pile

4 　结论

我们对模拟的结果进行分析 ,得出以下结论 :

(1) 对于图 1 所示的规则堆积来说 ,其分形维数

与占空比跟颗粒的半径 r 无关 ,这一点从理论上也

很容易证明 ,同时也说明这种堆积方式的分形维数

和占空比具有一定的普适性.

(2) 由图 5 和图 6 可以看出 ,对于如图 2 所示的

交错堆积来说 ,由于受边界效应的影响其分形维数
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和占空比都随着颗粒半径的增大而减小. 由理论推

导得知 ,当容器的边长远大于颗粒半径时 ,其占空比

将趋于 0 . 907 .

(3) 由图 7 和图 8 可以看出 ,对于随机堆积来

说 ,用大小相等的颗粒堆积容器 ,每个颗粒的位置是

随机产生的 ,由于每次堆积的构型都是随机生成的 ,

所以同种大小的颗粒两次堆积的结果并不是一样

的 ,但这种随机涨落的幅度不是很大 ,计算结果如图

7 和图 8 所示 ,颗粒物质的占空比和分形维数整体

上随着颗粒半径的增加变化不大.

(4) 对于不同大小的颗粒混合堆积的情形 ,其分

形维数和占空比要比大小相等的颗粒堆积物的分形

维数和占空比要大得多. 这对现实生活中在货物集

装时如何充分利用有效空间有着现实的指导作用.

(5) 另外 ,从图 5、图 6 和图 7、图 8 可以看出 ,堆

积物的分形维数随颗粒半径变化的趋势和占空比随

颗粒半径变化的趋势相同 ,这说明分形维数与占空

比之间存在着某种内在的联系.

以上结果对于我们进一步深入的研究各种各类

不同堆积物的占空比、分形维数及其稳定性的关系

有重要参考价值.
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